
Pisa, 5 Dicembre 2025

I Teoremi di Nash-Moser 

   

“Matematica come scoperta. 
Un tributo a Giovanni Prodi nel centenario dalla nascita”

Aula Magna del 
Dipartimento di Matematica 

Università di Pisa

Comitato organizzatore: Anna Baccaglini-Frank,
Giovanna Cerami, Vittorio Coti Zelati, Andrea
Malchiodi, Matteo Novaga, Carlo Toffalori.

Matematica come scoperta. 
Un tributo a Giovanni Prodi
nel centenario dalla nascita

Per iscriversi e per
ulteriori informazioni
visitare il sito dedicato

5 Dicembre 2025
09:00 - 18:00

Aula Magna del 
Dipartimento di Matematica 

Università di Pisa

Comitato organizzatore: Anna Baccaglini-Frank,
Giovanna Cerami, Vittorio Coti Zelati, Andrea
Malchiodi, Matteo Novaga, Carlo Toffalori.

Matematica come scoperta. 
Un tributo a Giovanni Prodi
nel centenario dalla nascita

Per iscriversi e per
ulteriori informazioni
visitare il sito dedicato

5 Dicembre 2025
09:00 - 18:00

Massimiliano Berti, SISSA



…un regalo che ha avuto  

molta influenza sulla mia ricerca…
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Immersione isometrica, 1956 KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)  
in classe C^k, 61-‘67



Il teorema di inversione locale tra spazi di Banach



dimostrazione

Convergenza esponenzialeSchema iterativo “lineare”



Una  

applicazione



PUNTI CHIAVE

Matematicamente: l’operatore  inverso guadagna 2 derivate:

un operatore continuo bigettivo tra X e Y di Banach ha inverso continuo  

2)

Risonanza

Tutte le soluzioni 
sono illimitate

1) Condizione di “non-risonanza” : altrimenti fenomeno ALTALENA




Due casi in cui fallisce: 

Operatore inverso perde  derivate

Operatore  
inverso in Fourier

Operatore linearizzato in 0

CHAPTER 1. INTRODUCTION 7

Time periodic solutions of infinite dimensional systems. As a classical
example, consider the nonlinear wave equation

#
utt ´ uxx “ ωfpεt, uq

upt, 0q “ upt, ϑq “ 0 ,
upt, xq P R , (1.2.1)

with Dirichlet boundary conditions. Assume that the nonlinearity fpϖ, uq is a
smooth function f P C8

pT ˆ R,Rq and, to avoid technicalities related to the
boundary conditions, that fpϖ, uq is odd in the variable u.

For ω “ 0, the wave equation (1.2.1), possesses the trivial equilibrium solution
upt, xq “ 0. If fpϖ, 0q ‰ 0 then upt, xq “ 0 is no more a solution. Rescaling the
period t !Ñ εt we look for a small amplitude p2ϑ{εq-solution of (1.2.1) of the form

upt, xq “ Upεt, xq

where Upϖ, xq is a 2ϑ-periodic function in ϖ and in x, odd in x. Thus Upϖ, xq has
to solve the functional equation

FpU, ωq :“ ε2
B
2
ωUpϖ, xq ´ BxxUpϖ, xq ´ ωfpϖ, Upϖqq “ 0 (1.2.2)

which is analogous to (1.1.8), acting for example from the space of functions
Upϖ, xq of class C2

pTω ˆ Tx,Rq into C0
pTω ˆ Tx,Rq.

Expanding the odd function x !Ñ Upϖ, xq in space Fourier series as

Upϖ, xq “

ÿ

jPN
Ujpϖq sinpjxq ,

the nonlinear equation (1.2.2) amounts formally to the infinitely many nonlinear
ordinary di!erential equations

ε2 :Uj ` j2Uj “ ωfjpϖ, Uq , @j P N , (1.2.3)

where :Ujpϖq denotes the second derivative B
2
ωUjpϖq and

fjpϖ, Uq :“
2

ϑ

! ε

0

fpϖ, Upϖ, xqq sinpjxq dx

are the space Fourier coe"cients of the function fpϖ, Upϖ, xqq. System (1.2.3)
looks formally as (1.1.1) with frequencies ε2

j “ j2 and infinitely many degrees of
freedom n “ `8.

We have
Fp0, 0q “ 0

2) Dimensione infinita: equazioni alle derivate parziali

Inverso del linearizzato

1) Forzante quasi-periodica 

Soluzione  
quasi-periodica



Approssimazione di irrazionali con razionali

Cosa ci sta 
sotto?

Numeri diofantei

se

se

Esempio : la sezione aurea

Misura piena

infinito non numerabile,  
misura nullaInsieme di Cantor



"quasi-risonanze”

Moti caotici

Mondo dei “piccoli divisori”

Lo schema iterativo delle contrazioni non convergerà mai 

Poincaré

… si pensava  che moti quasi periodici non potessero esistere 
se non in sistemi “integrabili”…

Teoria ergodica



Kolmogorov

Preservazione di  
moti quasi-periodici  

in sistemi Hamiltoniani 
quasi-integrabili ANALITICI 

Arnold, 1962Siegel, 1943



Idea 1) 

convergenza super-esponenziale



Converge anche se  

Idea 2) Kolmogorov

Disuguaglianze di Cauchy: 

Stimiamo l’operatore inverso illimitato ad esempio

sup-norm
schema iterativo in cui stimiamo la n-esima iterata con meno analiticità

convergenza super-esponenzialeSchema iterativo Kolmogorov



               : teoria KAM  in classe   o addirittura in    esiste ? 


…. Kolmogorov all’ ICM 1954 rispose che  pensava fosse falso !! 

Domanda

VERO!

1961-‘67



Gauss Superfici immerse in 

Geometria differenziale Riemann

Varietà  
riemanniana 

1956Nash Annals

 Ogni varietà riemanniana compatta (M,g) puo’ essere immersa 
isometricamente con immersione liscia  

in qualche spazio euclideo R^N 

Problema:  

Domanda: coincidono? 

Linearizzato

Non perde in f ma non guadagna 1 derivata e perde 2 derivate in u !

Operatore inverso

Si può ridurre a un problema  
di inversione locale 

e Nash?



Esempio:

Operatori “Smoothing” 
“regolarizzanti”

Mollificatori  
quantitativi

Esempio: Scale di Spazi di Sobolev

=

Setting funzionale:

 we propose the following Newton scheme with smoothing

Moser scheme



H2) Inverso destro con perdita di derivate, tame

= perdida di derivate

Esempio:

H1) Stima “Tame”

Immersione di Sobolev

Lineare in norma alta



Teorema di Nash-Moser

Difficoltà principale:  

1) invertire linearizzato (è sufficiente a una soluzione)  

2) provare che soddisfa stime tame

Molte varianti possibili 



“Divergenza controllata in norma alta”1) Stime tame (H2) per l’inverso implicano:

Indipendente da S

“Convergenza in norma bassa”2) Stime tame (H1) di + smoothing (SM2) implicano 

satisfies

“frequenze alte”

Idea dimostrazione Schema iterativo



Molte applicazioni, molte varianti possibili

“Secondo Moser, il teorema di Nash-Moser non 
esisteva… Esiste una collezione di idee e tecniche a la 

Nash-Moser per affrontare problemi di funzione implicita 
con “perdita di derivate”…”

… legami con teoria della interpolazione, calcolo paradifferenziale…



2d 
Euler

Water  
waves

Wave equations 
in higher dim

NLS higher dim

Applicazioni: teoria KAM (Kolmogorv-Arnold-Moser) per PDE quasi-lineari 
Soluzioni  

quasi-periodiche

Spazio delle fasi 
infinito  

dimensionale
PDE quasi-lineari



metrica canonica
dispari

Guillemin 1975 sulla sfera  , flusso geodetico è Zoll

il linearizzato  è un “Fourier integral operator”  

Invertire composizione

Non per serie di Neumann

Origine di “perdita di derivate” :

Soluzioni periodiche di fully nonlinear wave equations (Rabinowitz), solitoni water 
waves (Beale), global existence NLW su R^d (Klainermann), Zehnder, Hamilton, …
Problemi di Cauchy per PDEs con derivate 

geometricamente: geodetiche con curvatura geodetica prescritta 

Superfici Zoll magnetiche: esistono infinite metriche e forze magnetiche su T^2 in cui 
tutte le geodetiche sono periodiche  



  

                                 approccio à la Nash-Hormander

1) lo schema iterativo di Hormander algebricamente è sostanzialmente come Moser, 
2)  motivo della convergenza pare molto diverso… : converge molto lentamente!

nel caso l’inverso destro è illimitato va regolarizzato…

Provare teorema di inversione locale con una equazione differenziale  



I teoremi di Nash-Moser…


…continuano a stupire…


… la matematica continua ad essere una 


scoperta… 

grazie della attenzione!


