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Definizione (Tukey [1940])

Siano U e V ultrafiltri su un'algebra di Boole B. Definiamo
U <1 V se e solo se esistono due funzioni f: U —- Veg: V= U
tali che perogniue UeveV

v<f(u) = g(v)<u.

Denotiamo con cof (U) la minima cardinalita di un sottoinsieme
cofinale di (U, >).

Proposizione (Schmidt [1955])
Se U <1 V allora cof(U) < cof(V).
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Ultrafiltri Tukey-massimali

Definizione
Un ultrafiltro U su B & Tukey-massimale se per ogni ultrafiltro V su
Bsiha V<t U.

Teorema (Isbell [1965])
Per ogni insieme A, esiste un ultrafiltro Tukey-massimale su A.

Problema (Isbell [1965])

Esistono ultrafiltri non principali su w che non siano Tukey-massimali?
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Il problema posto da Isbell ha stimolato una linea di ricerca con
risultati recenti di Milovich, Todorcevi¢, Raghavan, e molti altri.

Teorema (Brown e Dobrinen [2016])

Se F ¢ l'algebra di Boole libera su un insieme infinito di generatori,
allora ogni ultrafiltro su F e Tukey-massimale.

» Se B & un'algebra di Boole infinita tale che ogni ultrafiltro su
B é Tukey-massimale, allora B ¢ libera?

» Quali algebre ammettono ultrafiltri non Tukey-massimali?
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Dato un cardinale &, sia B("2) la o-algebra generata dai
sottoinsiemi clopen dello spazio prodotto #2. Definiamo

C. = B("2)/M(r) e B, =B("2)/N(x)

i quozienti modulo I'ideale degli insiemi magri e I'ideale degli
insiemi nulli in ©2, rispettivamente.
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Algebre Cohen e random

Dato un cardinale &, sia B("2) la o-algebra generata dai
sottoinsiemi clopen dello spazio prodotto #2. Definiamo

C. = B("2)/M(r) e B, =B("2)/N(x)

i quozienti modulo I'ideale degli insiemi magri e I'ideale degli
insiemi nulli in ©2, rispettivamente.

Teorema (Brendle e P.)

Se Kk soddisfa k™0 = k, allora tutti gli ultrafiltri su C,. e tutti gli
ultrafiltri su B, sono Tukey-massimali.

|dea della dimostrazione.
Usare il fatto che gli ideali M(x) e N(k) sono “index invariant”,
una proprieta isolata da Kunen [1984]. O
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Ultrafilter number

Definizione
Sia B un'algebra di Boole infinita. Definiamo

u(B) = min{cof(U) | U & un ultrafiltro non principale su B}.
Per semplicita di notazione, sia u = u(P(w)).

La motivazione per considerare questo cardinale nel contesto
dell’ordine di Tukey & data dalla seguente osservazione.

Osservazione
Sia B un'algebra di Boole infinita. Se u(B) < |B|, allora esiste un
ultrafiltro non principale su B che non é Tukey-massimale.
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Teorema
Valgono le disuguaglianze del seguente diagramma.

2%o
/ \
u(Cy) u(B.,)
cof (N)
u 0 /non(N )
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Teorema (Brendle e P.)
E coerente che u(C,) < non(N).

Teorema (Brendle e P.)
E coerente che u(B,,) < 2%.

Domande
> E coerente che u(C,) < non(M)?
» E coerente che u(B,,) < u(C,)?
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Teorema (Brendle e P.)

Supponiamo ® = 2%°. Sja B un'algebra di Boole c.c.c. completa di
cardinalita 2%, Se B ha una sottoalgebra densa di cardinalita < 2Ro,
allora esiste un ultrafiltro non principale su B che non é
Tukey-massimale.

Osservazione

In particolare, assumendo d = 280, il teorema fornisce un ultrafiltro
non massimale su C,,. Tuttavia, il risultato non si applica a B,
poiché I'ipotesi @ = 280 implica che ogni sottoalgebra densa di B,
debba avere cardinalita 2%0.
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Ultrafiltri non massimali sull’algebra random

Definizione (Jensen [1972])

Sia ¢ il seguente principio: esiste una successione (S, | & < wy)
tale che S, C « e, per ogni X C wy, l'insieme

{a <wi | XNa=3S,} é stazionario.

Teorema (Brendle e P.)
O implica I'esistenza di un ultrafiltro non Tukey-massimale su B,,.
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Ordine di Rudin-Keisler

Definizione
Siano U e V ultrafiltri su un insieme A. Definiamo U <grk V se e
solo se esiste una funzione f: A — A tale che per ogni X C A

XeU < flX]eV.
Osserviamo che U <grk V implica U <t V.

Proposizione
Le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. U<grk V;
2. esistono Y € V e un omomorfismo completo
h: P(A) — P(Y) tali che U = h=1[V];
3. per ogni struttura M, esiste un'immersione elementare
MA/U — IMA/ V.



Una formulazione algebrica

Dato b € B, denotiamo B [ b= {a € B|a < b}.
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Dato b € B, denotiamo B [ b= {a € B|a < b}.

Definizione (Murakami [1999])

Siano U e V ultrafiltri su un'algebra di Boole completa B.
Definiamo U <) V se e solo se esistono v € V e un omomorfismo
completo h: B — B | v tali che U = h~1[V].
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Una formulazione model-teoretica

Definizione (Jipsen, Pinus, e Rose [2001])

Siano U e V ultrafiltri su un’algebra di Boole completa B.
Definiamo U < pr V se e solo se esistono una funzione
g: Part(B) — Part(B) e, per ogni A € Part(B), una funzione
fa: g(A) — A tali che:

1. per ogni A € Part(B) e ogni X C A

VXeU <= \/f'X eV
2. se A’ ¢ pit fine di A, allora il valore booleano [fy < fa]® € V.

Teorema (Jipsen, Pinus, and Rose [2001])

U <jpr V se e solo se per ogni struttura M esiste un'immersione
elementare di ultrapotenze booleane MIEl/U — B/ v,



La relazione con l'ordine di Tukey

Proposizione
Se U e V sono ultrafiltri su un’algebra di Boole completa B, allora

U<u Vv

— N

U<prV U<tV



Ultrafiltri JPR-incomparabili

Teorema (Brendle e P.)

Sia B un algebra di Boole completa infinita. Se esiste un'anticatena
A tale che 214l = |B|, allora esistono due ultrafiltri U e V su B tali
cheU=tVeU<=LprV eV £prU.



Ultrafiltri JPR-incomparabili

Teorema (Brendle e P.)

Sia B un algebra di Boole completa infinita. Se esiste un'anticatena
A tale che 214l = |B|, allora esistono due ultrafiltri U e V su B tali
cheU=tVeU<=LprV eV £prU.

|dea della dimostrazione.
Costruire U e V per ricorsione transfinita di lunghezza |B|, usando
la tecnica di insiemi indipendenti di Kunen [1972]. O
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Ultrafiltri Tukey-incomparabili

Teorema (Brendle e P.)

Se 280 = Ny, allora esistono due ultrafiltri U and V su C,, tali che
UEJPR\/eUﬁT\/erTU.

Idea della dimostrazione.
Vogliamo costruire U e V per ricorsione transfinita di lunghezza N;.
Tuttavia, a priori abbiamo 2™ riduzioni di Tukey da gestire! Soluzione:

» assicurarsi che U e V siano P-ultrafiltri coerenti, una proprieta
introdotta da Stary [2015];

» generalizzando Dobrinen and Todorcevi¢ [2011], dimostrare
che, se U & un P-ultrafiltro coerente su C,,, allora ogni
potenziale riduzione di Tukey V — U é determinata da
informazione finita, in particolare ne esistono al piu 2%0:

> procedere con cautela per preservare la JPR-equivalenza ad
ogni passo induttivo. Ol



Sommario

» Ordine di Tukey;
» L'esistenza di ultrafiltri non massimali;

» Due formulazioni dell’ordine di Rudin-Keisler.



